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Abstrak - Pada dimensi hingga ruang norm-2 akan diperlihatkan sifat-sifat ruang norm-2 dan berdasarkan sifat-sifat
tersebut akan dibuktikan kekonvergenan suatu barisan pada ruang norm-2.

Kata Kunci : Ruang Norm-n, Ruang Vektor, Barisan Konvergen

1. Pendahuluan

Konsep tentang ruang matriks-2 dan ruang norm-2
pertama kali diperkenakan oleh Gahler pada
pertengahan tahun 1960-an. Sejak itu banyak pendliti
yang mencoba mengkaji lebih jauh tentang ruang
norm-2 tersebut, seiring dengan itu dikemukakan
berbagai hasil tentang sifat-sifat ruang norm itu sendiri.
Konsep dari ruang norm-2 adalah bahwa ruang norm-2
merupakan ruang norm. Selanjutnya berdasarkan sifat-
sifat dan fakta yang ada pada ruang norm-2, akan
dibuktikan kekonvergenan suatu barisan pada ruang
norm-2.

2. Ruang Norm-2

Misakan x adalah ruang vektor. Norm pada X
adalah suatu fungsi dari X ke R yang dinotasikan oleh
H,H; X - R ,Yyang memenuhi sifat-sifat berikut :

. x> ountuk semua x X

i =0~ x=0

iii. lar x| =] untuk semua @ O R

iv. Ix+ v <X+ v untuk semua x,y 0 X
Selanjutnya pasangan (X,

Defenisi 2.1
Misakan X adalah suatu ruang vektor berdimens
d, 1 d<o, X=(X,X....%)OX . Norm (|x],)

I, ) (g, ) dan (I],) ates X cidefinisikan

sebagai berikut:
|, =l o+ x|

i ) disebut ruang Norm.

b [, = ([ + [ x| )2
S, ="+l +tfx,]” )7, pON

dengan1< p<oo

A ¥, =maxt |

%,

Yol Xal 3

Contoh :
Misal x = (x,,x,) di R? dengan |x|=1, maka:

& [, =]+ =1

A
v

Xo ¥

0. [, =C o+l 2 =1
maka [x,|* +|x,|* =1 (Persamaan lingkaran)

A

1

X1

X2 v

X,| }:1

¢ |, =max {|x,
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X1

Definis 2.2

Misal X adalah ruang vektor berdimensi d,2<d <o,
norm-2 pada X adalah suatu fungsi | |:x xx - R
danuntuk [x,y,z0O X dipenuhi sifat-sifat berikut :

a |xy=0- X dan Yy adalah bergantung linier

b ey =ly. 4
¢ |xa=[allxy]- aDR
d. Iy +7|< %y +|x.2 untuk semua x O X

Selanjutnya pasangan (XrH _“H) disebut ruang norm-2.

3. Kekonvergenan Barisan pada Ruang Norm-2.

Misal (x,) diruangnorm. X konvergenke X di X
jikage >0,CN, 0N sehingga onz N, maka berlaku
Hx—an < g aau dengan katalain limx, = x

n-co

Teorema 3.1.
Misalkan (X'H-v “) suatu ruang norm-2
0x,y,z0 X,a OR maka
a [xy|20
b x,y + e =[x,y
c. Jika X,Y,Z bergantung linier maka
[y +7 =[xy +|x7
atau
[y =2 =[xy~[x7
Bukti:
Misakan (.| Suatu ruang norm-2 Ox,y,z0 X ,a OR-

a.  Akandibuktikan Ix.y|=0
Jelas bahwa wazojika X dan Y bebas linier,

dari definis ruang norm-2, jika X dan Y

bergantung linier meka ||x,y]=0. Akibatnya

x,y|=0
Akan dibuktikan |x,y+ax| = |x,y]

, yaitu dengan

menunjukkan :

[+ < [x.y] 9B [xy+ax] =[x,y

O xy+ax < xy+[xaq < [xy|+0
(karena x,ax bebaslinier) < [x,y]
Jadi [,y + ax|= .y

(i) . =[xy +ax—a] < [xy+ax +|x-a

Sxy+a{+0<|xy+ax

i fx,y+ax 2 |xy]|
Misal x,y,z bergantung linier.
Akan dibuktikan |x,y+7 =

[x.y =7 =[x.y|+[x.7
(i). Akan dibuktikan Hx,y+ z” = wa‘ +HX'ZH , yaitu

+|lx,Z| dan

Xy

dengan menunjukkan
[y +7 < xyf+x2] dan
[x.¥+[x.7 =[xy +7
a. Dari Definisi norm-2 diperoleh
[y +2< |y +|x4 @
b. Akan ditunjukkan
b. x| +[x.4 <[xy+7
Karena x,y,z bergantung linier maka
y=ax,z= X
Akibatnya |x, y| + x,Z| <|x,ax| + x,B4 = 0
Pilih |x,y + 7| > 0 sehingga
[x ¥ +[x4 <[xy+7 @
Dari (1) dan (2) diperoleh
[x.y+7 =|xy|+[x7

(i) Akan dibuktiken [,y - 2| =[x, y] +[x,2

yaitu menunjukkan
[y =2 =] +[x 2
dan
[yl +[x2<[xy~2
a. Dari Definisi norm-2 diperoleh
y-dsfxyi+xd @
b. Akan ditunjukkan
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XY +[x.4 <|xy-7

Karena x,y,z bergantung linier maka
y=ax,z= X
Akibatnya
XY+ %2 < |x.ax +|x.54 =0

Pilih Hx,y— z” > 0 sehingga

XY+ x4z |xy-7 (4)
Dari (3) dan (4) diperoleh

X,y = 2| =|x,y| +|x.2

Defenisi 3.2
Misa X adalah ruang norm-2. Suatu barisan (x_ ) di

X dikatakan konvergenke X di X jikadan hanyajika
”mHXn—XWZO' OyOX aau dengan kata lain

limx, =x-

noco

Lema3.3

Limit dari suatu barisan konvergen adalah tunggal.
Bukti:

Misa (x, ) adalah barisan konvegen. Andaikan bahwa

limit (x ) tidek tunggal.
Misalkan  (x,)
X, yO X, x# y maka

konvergen pada dua titik

(x,) —» x berarti Og >0 terdapat N, 0N sehingga

Onx N, berlaku ||x, - x,2

,HzOX

(x,) - y berati Og >0 terdapat N, 0N sehingga

On= N, berlaku |x -y,7

Pilin . - 1,
2

,0zOX

, 20X dengan |x-y,7 #0

[x-y.Z

Perhatikan ~ bahwa  untuk n=N dengan
N = maks N;,N, } maka

[x-y.2

= x=x, +x, - y.7
= x=x.4+[x, - v.4

1 1
Loy + Loy

<Ix-y4

Jelastidak mungkin |x-y,7< |x-y,Z]
Jadi harudah (x ) konvergen ke suatu titik sehingga
limit (x_ ) tunggal.

Ini berarti limit barisan konvergen adalah tunggal.

Misalkan (x .| suatu ruang norm-2, yang berdimensi

} adaleh

d dengan 2<d<w. Misdkan {u,u

5 1oy

basisuntuk X ,maka diperoleh beberapa lema berikut:

Lema3.4
Suatu barisan (x ) di X dikatakan konvergen ke X

di X jikadan hanyajika jim|x, - x,u=0,0i =1,..d

Bukti:

() Misd (xn)_> X di
Iirj\xn—x,u‘H:O

Dal’l defInIS| IImHXn —X’yH =0 DyDX

X . Akan ditunjukkan

Karena {u,,u,,....u,} adalah basis untuk X maka
U, ,U,,...,uy OX
Aklbatnya ||mH)(n = X,U; H =0

(o) Misd lim|x, = x,u,| = 0- Akan ditunjukkan

(x,) - X d X.
Karena {u,,u,....u,} adalah basis untuk X maka
Oy0O X dapat ditulis
y=au+aolp t...+agly
untuk ay,as,...,aq OR
Perhatikan bahwa :

lim|x, =X,y
Noo

= LiIIJHXn = X, AUy e, O Ug
<tima I -xual .. I, - xl
= o e, - x.-+la i B = x]
Diketahui jimx, - x,u|=0,0i =1...d
Maka limjx, =x,u| =... = limx, =x,u, =0

Akibatnya
limx, —x,y|<0 ®)

Dari definisi diperoleh %, = %Y

>0

Sehingga

lim|x, =x,y|=0 (6)
Dari (1) dan (2) disimpulkan
=0

limlx, =,y
n - oo’

Ini berarti (x,) di X konvergenkeXdi X
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Lema3.5
Suatu barisan (x ) di X konvergen kexdi X jika

dan hanyajika limHXn ‘XHW =0

Bukti:

) Misd (x ). x di X.Akan ditunjukkan
limx,-x_=0

Karena (Xn) _ X dari lema3.4 diperoleh

limjx, = x,u =0
AKIBE jim maks{|x, - xu|i =1...d}=0
Perhatikan bahwa
maks{|x, = x,u i =L,....d} =[x, =]
Maka fimlx, -, =
lim meks{x, ~xu i =1...d} = O

Jadi jim|x, -x|_ =0

(©) Misa lim|x, -¥|_ =0- Akan ditunjukkan
(Xn) - X
Perhatikan bahwa:

limx, =, = lim maks{jx, -xu i =1...d}

= limx, -x,u| = 0
n- oo

Dari lema 3.4 maka (Xn) S xdiX.

4. Kesimpulan

Pada ruang norm-2 telah diuraikan sifat-sifat ruang
norm. Dengan menggunakan fakta dan sifat-sifat dari
ruang norm-2 tersebut, terbukti kekonvergenan suatu
barisan pada ruang norm-2.
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